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Introducció 

Fins l'any 1960 la mecanica classica era considerada, 
per una majoria de físics, com una disciplina tancada 
de la qual no podien esperar-se nous desenvolupaments 
i teories. Perb a partir del anys seixanta nous resul- 
tats matematics juntament amb noves dades numeriques 
aconseguides mitjancant ordinadors d'alta velocitat, do- 
naren llum a tot un nou camp del saber relacionat amb 
la dinamica no lineal i el comportament cabtic dels sis- 
temes deterministes. Aquest nou camp -els inicis del 
qual cal cercar-los en els treballs de Poincaré i altres in- 
vestigador~ que a final del segle passat intentaren formu- 
lar una teoria de pertorbacions no lineals de les brbites 
planetaries- trenca amb la vella i arrelada idea del de- 
terminisme clhsic de Laplace. 

En un cert sentit, Newton i tota la ciencia occiden- 
tal tingueren la gran sort que el sistema solar, hdhuc 
la seva complexitat , mostra un comportament extraor- 
dinhiament regular que, a temps curts, es pot predir 
d'una forma sorprenentment acurada. Aixb és degut en 
part a la feblesa de la forca gravitatbria, perb també al 
fet que el problema kepleria dels dos cossos és comple- 
tament integrable (encara que un sistema gravitacional 
de tres o més cossos no ho és). La deducció newtoniana 
de les lleis de Kepler es basa precisament en les propie- 
tats del sistema (integrable) dels dos cossos. No obstant 
aixb, les interaccions dinamiques dels molts cossos que 
formen el sistema solar ha de conduir necessariament 
a desviacions de les prediccions basades en les lleis de 
Kepler. Aixb porta a preguntar-nos: per que el sistema 
solar es comporta d'una forma tan regular?; o en la fa- 
mosa frase de Moser de l'any 1975: és estable el sistema 
solar?, és a dir, mantindra en el futur l'estructura que 
nosaltres coneixem? Aquestes preguntes no tenen avui 
dia una resposta completa. 

La preocupació per l'estabilitat i l'evolució temporal 
del sistema solar ha ocupat un lloc central en la física 
i les matematiques des de l'inici del pensament científic 
i, especialment, en els últims 350 anys. Fins a l'aparició 
dels ordinadors a mitjan aquest segle, totes les eines em- 
prades havien estat desenvolupaments pertorbatius de 
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diferents menes. Durant el segle XVIII Euler, Lagrange i 
Laplace realitzaren avenCos molt importants en aquesta 
direcció predint els canvis en la geometria de les brbites 
i l'estabilitat global del sistema degut a petites pertor- 
bacions. En el segle XIX, Hamilton i Jacobi tornaren a 
formular la mecanica de forma tal que la dinamica dels 
sistemes mecanics es pogués descriure en termes d'un 
espai fbic constituit per la posició i el moment, en lloc 
de l'espai físic lagrangia basat en les posicions i les velo- 
citats. Aquesta reformulació ha resultat ser d'una gran 
importancia, car en la formulació hamiltoniana el flux 
de trajectbries deixa invariant el volum de l'espai fbic. 
A més, l'existencia de simetries garanteix la conservació 
d'algunes quantitats, fet que permet reduir la dimensió 
de l'espai fhic. 

Tots aquests treballs afermaren la idea, diríem que 
filosbfica, del determinisme clhsic. No obstant aixb, els 
treballs de Poincaré al final del segle passat, no tan sols 
tancaren tota una epoca sinó que significaren la primera 
esquerda en la concepció determinista. La major part 
dels treballs posteriors a Newton consistiren a trobar 
correccions a les brbites keplerianes de dos cossos mas- 
sius pertorbats per un tercer cos d'una massa molt més 
petita. La idea central consistia a sortir de l'brbita de 
Kepler com una primera aproximació i avaluar les cor- 
reccions successives mitjancant metodes pertorbatius. 
Quedava, perb, una qüestió pendent: la demostració 
de la convergencia de les series pertorbatives obtingu- 
des així. El problema era de tal magnitud que h s  i tot 
el rei 0scar de Suecia oferí l'any 1885 un premi molt 
important a qui pogués respondre la qüestió. Poincaré 
entra en el joc i guanya el premi demostrant que les 
series pertorbatives poden divergir degut a l'anomenat 
des de llavors "problema dels denominadors petits". 

Sabem ara que les ressonhcies que donen lloc 
a aquests denominadors petits estan associades a 
l'aparició de comportament cabtic i que a causa d'aquest 
comportament no regular sembla impossible predir, a 
temps grans, l'evolució temporal dels sistemes meckics 
no integrables (que són la immensa majoria) emprant 
tecniques pertorbatives. Des del final del segle passat no 
es va realitzar cap avenc significatiu i fins i tot aquesta 
qüestió fonamental va ser practicament oblidada i arxi- 
vada. No va ser fins l'any 1954, quan Kolmogorov dona 
un esbós de demostració del fet que la majoria de tra- 
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jectbries dels sistemes no integrables conservatius són 
quasiperibdiques i que hom pot trobar-les mitjancant 
un desenvolupament pertorbatiu convergent. Als anys 
seixanta, Arnold i Moser donen una demostració for- 
mal i rigorosa d'aquest resultat conegut arnb el nom de 
teorema KAM (Kolmogorov- Arnold-Moser) . En les sec- 
cions que segueixen intentarem desenvolupar una mica 
més aquestes idees fonamentals. 

Mecanica hamiltoniana 

En la formulació hamiltoniana de la mecanica la des- 
cripció de l'estat d'un sistema mecanic arnb n graus de 
llibertat es realitza mitjancant el coneixement de les co- 
ordenades generalitzades q = (ql, q2 . . . , q,) i dels mo- 
ments generalitzats p = (pl , p2 . . , p,). El problema 
central de la mecanica és trobar l'evolució temporal de 
l'estat del sistema. Es a dir, conkixer les funcions q(t) 
i p(t) que ens donen l'evolució en el temps de les coor- 
denades i els moments. Aquesta evolució temporal ve 
donada per les equacions de Hamilton 

on la funció de Hamilton o hamiltonia H(p,  q, t) és 
l'energia total del sistema. En l'eq. (1) fem servir la 
notació dH/dq (dH/dql, . . . , dH/dq,) per indicar el 
gradient de H respecte a q i de forma semblant per 
dH/dp. 

En la formulació de Hamilton l'estat d'un sistema 
mecanic arnb n graus de llibertat ve descrit per un 
"punt" (p, q) d'un espai de dimensió 2n anomenat es- 
pai fbic. Així, sortint a t = O d'un punt inicial (p,, q,) 
l'estat del sistema en un temps, t,  posterior vindr& do- 
nat pel punt (p(t), q(t)), sent p(t) i q(t) les solucions 
de les equacions de Hamilton arnb condicions inicials 
p(0) = p, i q(0) = q,. La trajectbria descrita pel punt 
(p, q) anomena orbita o trajectoria fkica del sistema. 

Un dels avantatges de la formulació hamiltoniana 
és permetre avaluar, d'una forma relativament senzi- 
lla, l'evolució temporal de les propietats del sistema 
mecanic. Suposem que una determinada propietat del 
sistema (per exemple, l'energia) la podem representar 
per una funció, f (p, q, t),  de l'estat del sistema i del 
temps. Com variara f quan l'estat, (p, q), del sistema 
evolucioni en el temps? La resposta, que és sorprenent- 
ment senzilla, ve donada per 

on [f, H] és el parentesi de Poisson definit per 

Fixem-nos que si f no depen explícitament del temps, 
llavors d f ld t  = O. En aquest cas si el parentesi 

de Poisson també s'anulla tindrem que dfldt = O i 
f és una constant o integral del moviment. Obser- 
vem que aquest és el cas dels sistemes conservatius on 
llhamiltoni& no depen explícitament del temps, arnb la . 
qual cosa dH/dt = O i H és una constant del moviment 
que relacionem arnb l'energia. 

Un segon avantatge de la formulació hamiltoniana 
és que permet definir d'una manera senzilla transforma- 
cions de variables que conserven la forma de les equa- 
cions de Hamilton. Akí, diem que el canvi de variables, 
(p, q) + (p, q),  donat per les equacions p = P(p, 4, t)  
i q . =  Q (p, q, t)  , és una transformació canonica si les 
quantitats infinitesimals p . dq E Cpid¿ji i p . dq E 

Cpidqi difereixen només en la diferencial total d'una 
funció escalar S ,  és a dir, 

La funció S s'anomena funció generatriu de la trans- 
formació canbnica. Es pot demostrar que, en aques- 
tes noves variables, les equacions de Hamilton tenen la 
mateixa forma que la donada per l'equació (l), i. e., 
- 

= dH/dp, 6 = -dH/dq on H(p, q, t)  és 17hamiltoni& 
transformat que, en funció de H, és 

Hamiltonians integrables 

Una de les qüestions més bbiques i fonamentals de 
la mecanica és la integrabilitat d'un sistema mecanic. 
Aquí la integrabilitat no és entesa com la possibilitat 
d'integrar les equacions de Harnilton del moviment (les 
quals sota condicions molt generals, donades pel teo- 
rema de Cauchy, sempre es poden integrar, si més no 
numkricament), sinó que el concepte d'integrabilitat fa 
referencia a l'existkncia d'integrals (constants) del mo- 
viment que són les responsables que les trajectbries 
fbiques evolucionin de forma regular en regions ben de- 
finides de l'espai fbic. La definició precisa d'aquest con- 
cepte és la següent: llhamiltoni& d'un sistema mechic 
arnb n graus de llibertat és integrable si hi ha n cons- 
tants o integrals del moviment independents, Ii(p,q) 
(i = 1,2, . . . , n) que estan en involució. Amb el terme 
involució volem dir que les quantitats Ii commuten entre 
elles, i. e., 

[Ii,Ij] = O, (i, j = 1,2, .. . ,n) ,  

on [Ii, Ij] és el parentesi de Poisson definit a l'equació 
(3). 

Malauradament l'existkncia d'n integrals del movi- 
ment en involució és l'excepció més que la norma. Poin- 
caré ja va demostrar que la majoria de sistemes mechics 
només tenen l'energia com a integral del moviment. Per 
tant, la majoria de sistemes mecanics arnb més d'un 
grau de llibertat no són integrables. Així, per exemple, 
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un sistema d'N cossos, no sotmks a forces exteriors al 
sistema, només té 6 integrals del moviment que siguin 
independents i en involució. Aquestes integrals són: els 
tres components de moment total, P, el quadrat del mo- 
ment angular relatiu, 1112, la tercera component del mo- 
ment angular relatiu, l 3  i l'energia total relativa. Quan 
N = 2 (problema dels 2 cossos) tenim n = 2 x 3 = 6 
graus de llibertat i el problema és integrable. En canvi 
quan N = 3 (problema dels 3 cossos) tenim n = 3 x 3 = 9 
graus de llibertat i només 6 constants del moviment in- 
dependents i en involució. Per tant, el problema dels 3 
cossos (pensem, per exemple, en el sistema Sol-Terra- 
Lluna) no és integrable. 

Tornem als sistemes integrables i deixem els que no 
són integrables per a més endavant. L'existkncia de les 
n constants Ii implicara que les trajectbries fhiques 
del sistema no poden visitar qualsevol punt de l'espai 
fbic 2n dimensional, sinó que es trobaran "confinades" 
a moure's a sobre d'una superfície M de dimensió n. 
Aquesta superfície ve definida per les n equacions al- 
gebraiques Ii (p, q) = Ii (i = 1,2, . . . , n) on les Ii són 
constants arbitrhries. Anem a veure que la superfície M 
té la topologia d'un torus n-dimensional. En efecte, mit- 
jancant les integrals del moviment i recordant la forma 
de les equacions de Hamilton, definim els camps de "ve- 
locitat" 

Fixem-nos que si, per exemple, Il = H llavors (6) de- 
fineix el flux hamiltonih de les trajectbries mechniques 
del sistema. el aual.' en virtut de l'existencia d'n cons- 

! A !  

tants del moviment independents i en involució ha de 
ser totalment contingut a sobre de la superfície M.  De 
fet, hom pot demostrar que tots els n camps vi són line- 
alment independents i tangents a M.  Hi ha un teorema 
de topologia (el teorema de Poincaré-Hopf, anomenat 
també, en clau d'humor, teorema de la "bola peluda") 
que ens diu que si en una superfície M acotada podem 
construir n camps vectorials tangents a M ,  llavors M té 
necesshriament la topologia d'un torus n-dimensional. 
Podem visualitzar fhcilment aquest resultat si compa- 
rem l'acte de pentinar un floc de cabells a sobre d'un 
torus bidimensional (on tots els cabells estaran a sobre 
de la superfície toroidal) o a sobre d'una esfera bidimen- 
sional, en aquest últim cas un cabe11 sempre romandrh 
dret en el pol de l'esfera i, per tant, no és tangent a la 
superfície (vegeu la figura 1). 

Aquests torus, anomenats també torus invariants, 
puix que vénen determinats donant valors als invariants 
integrals, són les superfícies on té lloc el moviment del 
sistema, és a dir, les superfícies a sobre de les quals es 
mouen les trajectbries fhiques del sistema. En cadas- 
cun d'aquests torus invariants hi ha exactament n cor- 
bes tancades, ri, . . . , rn, topolbgicament independents, 

Figura 1: (a) Ca111p de vectors 'pei~tinat" i.eg.ulannent sobre 
un torus bidimensionai. (b) Punt singular d'un camp de 
vectors sobre una esfera bidimensional 

Figura 2: La corba toroidal rl i la corba poloiüal r2 sobre 
un torus bidimensional 

és a dir, que no podem passar d'una corba ri a una al- 
tra rj mitjancant deformacions contínues. A la figura 2 
podem veure un torus bidimensional on una d'aquestes 
corbes dóna la volta al torus pel camí més llarg (corba 
toroi'dal), mentre l'altra ho fa pel camí més curt (corba 
poloidal). 

Mitjancant el conjunt de corbes tancades, rl, - .  . , r,, 
definim les variables acció per les integrals curvilínies 

on pk = pk (1, q) són els moments escrits en funció de les 
coordenades q = (ql, . . , q,) i de les constants del movi- 
ment I = (11, - . . , In). A causa del fet que en l'equació 
(7) integrem respecte de les coordenades generalitzades, 
les variables acció són només funció dels invariants in- 
tegral~, Ji = J, (11, . . , I,), i, per tant, les Ji són elles 
mateixes constants del moviment. 

Fem ara una transformació canbnica que ens porti 
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Figura 3: La represeritació d'un torus invariant per un sis- 
tema amb 2 graus de llibertat 

de les variables originals (p, q) a unes noves variables 
( J ,  O), on les variables acció fan el paper de moments. 
La funció generatriu d'aquesta transformació ve donada 
per la integral indefinida 

Hom pot demostrar que en aquestes noves variables les 
coordenades, 8 = dS/dJ  fan el paper d'angles, aug- 
mentant en 2n quan la trajectbria fhica dóna una volta 
completa a la corba tancada ri, mentre que els moments 
(i. e., les variables d'acció) són els radis dels torus inva- 
riants (vegeu la figura 3). 

Les equacions de Hamilton en les variables acció- 
angle són: dJ/dt  = -dH/ae, d8ldt = d H / a J .  Perb 
dJ/dt  = 0, car les Ji són constants del moviment. Per 
tant dHld8  = O i l'hamiltonia en les noves variables 
només és funció de l'acció, H = H(J).  Així doncs, 
d8/dt = d R / d J  w(J )  = constant. En conseqükncia 
la solució de les equacions del moviment ve donada per 

Ji = constant, 0i(t) = wi ( J ) t  + 0i (O), (8) 

(i = 1,2, . . , n). La solució de les equacions del mo- 
virnent en les variables originals, (p, q), vindra donada 
substituint (8) dins de les equacions de la transformació 
canbnica que ens donen les variables originals en funció 
de les variables acció-angle. 

Anem a veure que les constants wi són les freqükncies 
del moviment multiperibdic del sistema. En efecte, sa- 
bem que quan l'estat del sistema efectua una libració 
(nom que en astronomia es dóna a una oscil.lació com- 
pleta) al llarg de la corba tancada ri, la corresponent 
variable angle varia en 2n, és a dir, AOi = 2ñ. D'altra 
banda, si Ti és el període d'aquest moviment de li- 
bració, de l'equació (8) veiem que A& = wiTi. Per tant, 

Ti = 2r/wi i les wi són les freqükncies prbpies del mo- 
viment del sistema. Observem també que, en un torus 
donat, la trajectbria fbica sera una corba tancada (és a 
dir, el moviment del sistema sera globalment peribdic) 
només si les freqükncies del moviment són commensu- 
rables, el que vol dir és que hi ha una relació racional 
entre les wi. Si les freqükncies són incommensurables la 
trajectbria omplirh densament el torus sense tancar-se 
mai. En el primer cas, es parla d'un torus racional (o 
torus ressonant) mentre que en el segon cas es parla d'un 
torus irracional (o torus no ressonant) (figura 4). 

Un exemple clbsic d'hamiltonia integrable és el del 
problema de Kepler. Considerem el moviment relatiu 
d'una lluna de massa m orbitant a l'entorn d'un planeta 
de massa M. L'hamiltonia del sistema en coordenades 
polars, (r, +), és 

on (p,,p4) és el moment relatiu dels dos cossos, p = 
mM/(m + M) és la massa reduida i lc = GmM (G és 
la constant g-ravitatbria). Tant l'energia Ho com el mo- 
ment angular del sistema L són constants del moviment 
i el pla on té lloc el moviment del sistema el podem aga- 
far perpendicular a la direcció d'L. Fem ara una trans- 
formació canbnica de les variables originals ( p ,  , pb , r, 4) 
a les variables acció-angle (Jl , J2, el, 19~). En aquestes 
noves coordenades l'hamiltonia és només funció de les 
variables d'acció, 

Les equacions del moviment en les variables origi- 
n a l ~  (p,,p+, r, +) són bastant complicades (brbites el- 
líptiques). Perb, en funció de les variables acció-angle, 
les equacions del moviment tenen una forma extrema- 
dament simple (vegeu l'equació (8)) 

on ai i Di són constants que es determinen per les con- 
dicions inicials. El moviment del sistema, en l'espai 
fbic, estara sobre un torus bidimensional dins la su- 
perfície tridimensional d'energia constant. Aquest torus 
tindra dos radis constants J1 i J2 (fixats per les con- 
dicions inicials) i dues variables angulars di i 6'2. Les 
brbites del problema de Kepler evolucionaran sobre el 
torus d'acord amb l'equació (11). Observem que hi ha 
dues freqükncies associades al moviment wl i wz. Si 
aquestes freqü&ncies són commensurables, 6s a dir, si 
m ~ w l  = m2w2, on mi i m2 són nombres enters, llavors 
la trajectbria ser& peribdica i l'brbita fbica és tancada. 
Si les frequencies són incommensurables (i. e., múltiples 
irracionals l'una de l'altra) la trajectbria no es repetir& i 
s'anira movent sobre el torus ñns a cobrir-lo totalment. 
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Figura 4: Trajectbries fbiques sobre u11 toi.us bidiiiiciisioiial. (a) i'oius iacioiial aiiib w l / w a  = Y, observem que la trajecthria 
fbica es tanca després d'una volta en la direcció toroidal i tres voltes en la direcció poloidal. (b) Torus irracional on w1/wz és 
un nombre irracional. La trajectbria fasíca no es tancara mai i acabara omplint tota la superfície del torus 

Per al cas del problema de Kepler les freqükncies són 
(recordem que wi = ei = dH/dJi) 

que és la tercera llei de Kepler. Fixem-nos que les 
freqükncies són commensurables i per tant la trajectbria 
fhica és tancada, en altres paraules, el moviment és 
peribdic. 

Hamiltonians no integrables. Seccions d~ 
Poincaré 
Acabem de veure que l'existkncia d'n constants del mo- 
viment en involució és el que determina la integrabilitat, 
i per tant el moviment regular sobre els torus invariants, 
del sistema mechnic. Com ja hem esmentat, els sistemes 
conservatius amb un grau de llibertat sempre tenen una 
integral del moviment que és l'energia total. Per tant, 
aquests sistemes sempre seran integrables. La pregunta 
lbgica a fer-se és: com podem saber si un sistema con- 
servatiu amb més d'un grau de llibertat és integrable? 
Malauradament no hi ha una resposta simple i general 
a aquesta qüestió fonamental. En la immensa majoria 
de casos la integrabilitat es comprova (encara que no es 
demostra) de forma numkrica fent servir l'anomenada 
secció de Poincaré, que és una superfície bidimensional 
continguda en l'espai fhic en la qual hom estudia les 
successives interseccions de la trajectbria fhsica (figura 
5 ) .  

Explicarem una mica més aquest concepte. Supo- 
sem que tenim un sistema conservatiu amb dos graus 
de llibertat. La funció de Hamilton és una integral del 
moviment i podem escriure 

Figura 5:. Successives interseccions de la trajectbria fkica 
en una secció de Poincaré, C R  

aquest cas té dimensió 2 x 2 = 4). Si el sistema té 
una segona integral del moviment, 

on a és una constant, llavors aquesta integral defineix 
una altra superficie tridimensional de l'espai fbic. Una 
vegada estan donats els valor inicials de les coordenades 
i els moments, les constants E i a són tarnbé hades  i 
la trajectbria fhica queda confinada a moure's dins de 
la intersecció de les dues superfícies H = E i I = a. 
Aquesta intersecció és una superficie de dimensió 2 dins 
l'espai fhic de dimensió 4. En efecte, de les equacions 
(12)-(13) podem eliminar, per exemple, p2 i escriure pl 
en funció de ql , 92 i de les constants del moviment, és 
a dir, 

Pl = +(91, q2; E,  a). (14) 

H(Pl ,~z ,4i ,Qz)  = E. (12'1 Aquesta és l'equació d'una superfície de dues dimensions 
continguda dins la superfície tridimensional d'energia 

Aixb restringeix les trajectbries fhsiques a moure's so- constant. Si ara considerem la secció 92 = O de la su- 
bre una superfície tridimensional, anomenada superfície perfície bidimensional (14) (& és un exemple de secció 
d'energia constant, ficada dins l'espai fhic (que en de Poincaré) veiem que les successives interseccions de 
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Figura 6: Una secció de Poincaré d'un sistema amb dos 
graus de llibertat. (a) Podem obtenir una secció de Poincaré 
dibuixant un punt cada vegada que la trajectbria travessa, 
per exemple, el pla ql = O. (b) Si tenim dues integrals del 
moviment en involució la trajectbria estara sobre superficies 
bidimensionals, les quals en fer el tal1 de la secció de Poin- 
caré ens donaran punts distribuits sobre una corba regular. 
(c) Si només hi ha una integral del moviment (l'energia), 
la trajectbria estara dispersa en una regió d'extensió només 
limitada per la conservació de l'energia 

la trajectbria fasica amb la secció de Poincaré, es troben 
sobre la corba pl = $(ql, 0; E, a).  

En general, per un hamiltonia conservatiu donat no 
se sap, perb, si hi ha una segona integral del moviment. 
No obstant aixb, podem intuir si una tal integral existeix 
o no resolent numericament les equacions de Hamilton 
i dibuixant pi i ql cada vegada que q2 = O i p2 L O 
(vegeu la figura 6). Si el sistema és integrable les inter- 
seccions de la trajectbria en la secció de Poincaré q2 = 0, 
apareixeran com una serie de punts distribuits de forma 
regular sobre la corba pl = $(ql, O; E, a)  que deiem en el 
paragraf anterior. En canvi, si el sistema no és integrable 
les interseccions de la trajectbria fhica apareixeran com 
una serie de punts amb una distribució "cabtica", en al- 
tres paraules, tindrem un conjunt de punts dispersos en 
una regió només limitada per la conservació de l'energia. 

Aquest metode va ser emprat per Henon i Heiles 
(1964) per determinar la possible existencia d'una ter- 
cera integral del moviment que restringiria el moviment 
d'una estrella dintre d'una galaxia amb un eix de sime- 
tria. Aquest sistema té tres graus de llibertat i dues 
integrals del moviment conegudes, l'energia i la com- 
ponent del moment angular en la direcció de l'eix de 
simetria. Durant molt temps es creia que no existia una 
tercera integral del moviment a causa fonamentalment 
del fet que no se n'havia trobat cap analíticament. No 
obstant aixb, la no-existencia d'una tercera integral del 

Figura 7: Secció de í'oii1cai.6 pei. l'liaiiiiltoiii& de Heiioii- 
Heiles amb E = 0,01 

moviment implica que la dispersió de velocitats dels ob- 
jectes estellars en la direcció del centre de la galaxia 
hauria de ser la mateixa que la dispersió perpendicular 
al centre galactic, en canvi, la relació de dispersions és 
2 : 1. Henon i Heiles construiren un hamiltonia, sense si- 
metries conegudes que portessin a una tercera integral, 
que tenia en compte les característiques essencials del 
problema: 

i estudiaren numericament el comportament de les equa- 
cions del moviment. Les equacions de Hamilton per 
aquest sistema són 

(i = 1'2). Fixem-nos en l'aparició de termes no line- 
als en aquestes equacions del moviment, els quals són 
deguts als termes anharmbnics de l'energia potencial. 
Observem tarnbé que la magnitud d'aquests termes no 
lineals creix a la que augmenta l'energia. La represen- 
tació de la intersecció de la trajectbria fisica en la secció 
de Poincaré qp = O ve donada a les figures 7-8. Per 
baixes energies (figura 7) la distribució de punts és apa- 
rentment regular i aixb sembla indicar l'existencia de la 
tercera integral, almenys dins de l'exactitud del g r s c  
(ampliacions posteriors mostraren que aixb no és així). 
A la que s'augmenta l'energia, cosa que, com ja hem 
esmentat, incrementa l'efecte dels termes no lineals, la 
tercera integral es destrueix, almenys parcialment, perb 
encara queden "illes" on el moviment és regular (vegeu 
la figura 8). Per energies encara més elevades la hi- 
potetica tercera integral és totalment destruida. A més, 
hem d'esmentar que els punts de la secció de Poincaré 
pel sistema de Henon-Heiles corresponen a la intersecció 
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Figura 8: Secció de I->oilica~.C; per l'liarililtoliii de Heriori- 
Heiles amb E = 0,012 

d'una sola trajectoria fkica, la qual, bbviament, adjecti- 
vem de cabtica, en el sentit que té una "dependencia ex- 
traordinkiament sensible a les condicions inicials" que 
fa que el moviment a temps llargs sigui practicament 
impredict,ible. 

Teoria de pertorbacions can.onica. Ressonan- 
cies 

Com ja hem comentat, la majoria de sistemes mecanics 
no són integrables i només tenen l'energia com a inte- 
gral del moviment. En molts casos, perb, l'hamiltonia 
no integrable difereix poc d'un hamiltonia integrable. 
En aquests casos, la tecnica emprada per trobar so- 
lucions aproximades a les equacions del moviment és 
l'anomenada teoria de pertorbacions canbnica. Per cen- 
trar les idees recordem l'exemple del problema de Kepler 
i suposem que a més de la lluna de massa m orbitant a 
l'entorn del planeta de massa M hi ha un altre planeta 
que "pertorba" el moviment pla del sistema de dos cos- 
sos. Suposem que l'efecte d'aquesta pertorbació és petit, 
amb la qual cosa, l'hamiltonia del sistema pertorbat es 
pot escriure de la forma 

on ~ « 1  és un parametre petit i Ho és l'hamiltonia no 
pertorbat donat per l'equació (10). Com ja hem vist, 
el moviment no pertorbat es realitza a sobre d'un torus 
bidimensional donat pels radis Ji = constant, (i = 1,2). 
Volem trobar ara les correccions al moviment no pertor- 
bat degut a la presencia del tercer planeta. Com que no 
podem resoldre de forma exacta les equacions del movi- 
ment, el que esperem és poder trobar una solució apro- 
ximada via desenvolupaments pertorbatius en E. Obser- 
vem primer que estem tractant amb un moviment que, 
encara que pertorbat, és peribdic. Per tant, podem des- 
envolupar la pertorbació en serie de Fourier de les va- 

riables angulars. Aixb ens permet escriure l'hamiltonia 
(15) de la forma 

m1=-m mz=-m 
(16) 

La idea bkica de la teoria de pertorbacions canonica 
és trobar un nou conjunt de variables acció-angle, (7,8) 
pel sistema pertorbat, H ( J ,  O), tal que hi ha una trans- 
formació'canbnica a un nou hamiltonia que és només - - 
funció de 7, és a dir, H ( J ,  O) + H ( J ) .  Si ho acon- 
seguíssim, llavors l'hamiltonia (15) es convertiria en 
completament integrable i les seves equacions del mo- 
viment podrien integrar-se trivialment. Amb aquest 
objectiu com a guia, definim una funció generatriu, - - 
S(J1,  J2, el, e2), mitjancant 

- - 

E 5 2 Sml ,m2 ( JI, J2) s i n ( m l e ~ +  m202;. 
m1=-m mz=-m 

(17) 
Hom pot demostrar que si els coeficients de Fourier, 

- - 

Sml ,ma (J1, J2), vénen donats per 

- 
on wi = wi((Jl, J 2 )  = Ó'H~/~J~ són les freqüencies del 
moviment no pertorbat, llavors a primer ordre amb E, 

l'hamiltonia transformat, H ,  és només funció de les no- 
ves variables acció: 

és la mitjana de la pertorbació respecte de les variables 
angulars originals. Fixem-nos que, sent l'hamiltonia 
transformat (18) només funció de les noves variables 
acció, és integrable (a primer ordre). 

Finalment, la relació entre les variables acció origi- 
n a l ~  Ji i les noves variables acció Ji ve donada per 

(21) 
A l'ordre més baix en E aquesta és la solució al problema. 
Hem obtingut les noves variables acció Ti que contenen 
les correccions degudes a la pertorbació. A primer ordre 
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amb E les Ji són constants i les 8i són funcions lineals 
del temps. 

En les expressions (18) i (21) hi ha, pero, un 
problema potencialment molt seriós, ja que tant S,,,,, 
com J divergeixen si mlwl + mzwz = 0, que és la con- 
dició que les freqüencies del sistema no pertorbat siguin 
commensurables, és a dir, que el moviment no pertor- 
bat es faci a sobre d'un torus racional (ressonant). Perb 
el problema és encara rnés greu ja que fins i tot si les 
freqüencies són incommensurables sempre hi haura en- 
ters, m1 i m2 que faran que el denominador mlwl Sm2w2 
sigui tan petit com es vulgui, amb els problemes de con- 
vergencia que aixb implica.'. Així doncs, tenim dues 
series la convergencia de les quals és molt qüestionable. 
D'una banda tenim les series de Fourier que poden no 
convergir a causa de ressonancies internes que conduei- 
xen al famós problema dels denominadors petits, i de 
l'altra banda, fora de les freqükncies ressonants i també 
a causa de l'aparició de denominadors petits, tampoc és 
clar que la serie pertorbativa en E convergeixi. De fet, 
Poincaré demostra de forma concloent que totes aques- 
tes series no donen una representació convergent del 
problema pertorbat. En conseqübncia, qüestions tan fo- 
namentals com l'estabilitat a temps llargs de les brbites 
planetaries en el sistema solar no varen poder ser con- 
testades d'una forma satisfactoria. Recordem la frase de 
Moser i tornem a preguntar-nos, és estable, el sistema 
solar? 

El Teorema de KAM. Estabilitat i caos 
Tots els intents, realitzats per alguns dels millors ma- 
tematics i físics de l'epoca, no aconseguiren resoldre el 
problema dels denominadors petits. Poincaré va ano- 
menar aquest problema com el "problema fonamental" 
de la mechnica classica, i va semblar que era un obsta- 
cle impossible de superar. Aixb suposa, al voltant de 
comencament d'aquest segle, l'abandonament de la re- 
cerca en aquesta direcció i l'arxivament de les qüestions 
d'estabilitat planetaria a llarg termini. A més, l'aparició 
de la teoria de la relativitat i la mecanica quantica 
concentraren practicament tots els esforcos del físics en 
l'obtenció de nous resultats rnés gratificants i, en molts 
casos, relativament rnés facils d'aconseguir. 

El pas decisiu no es va fer fins l'any 1954, quan Kol- 
mogorov troba una manera de construir una teoria de 
pertorbacions que convergia rapidament i era aplicable 
als torus no ressonants. Les noves idees de Kolmogorov 
varen ser demostrades de forma rigorosa per Arnold i 
Moser al comencament dels anys seixanta. El resultat 

de tot aixb és conegut com el teorema de Kolmogorov- 
Arnold-Moser (KAM). Seguint la notació d'Arnold, su- 
posem que un hamiltonih integrable Ho és pertoi,l)at per 
una funció Hl  tal que 

on H1 se suposa peribdic en les variables angulars origi- 
nals, és a dir, H1 ( J ,  8 + 27r) = H1 ( J ,  8). Les equacions 
de Hamilton són 

2 - 
aH1 J. - -E- aH1 ei = w i ( ~ )  + E -  (i = l, 2, .  . . , n), 
a0i ' aJi ' 

(23) 
on wi = dHo/dJi són les freqükncies del moviment 
no pertorbat. L'esbós de demostració de Kolmogorov 
afirma que, per la majoria de condicions inicials, el mo- 
viment generat per l'hamiltonia (22) és bhicament quasi 
peribdic (és a dir, regular). Mentre que el complemen- 
tari del moviment quasi peribdic (és a dir, el moviment 
cabtic) té una mesura de Lebesgue petita si E és petit.2. 
Amb vista a precisar una mica rnés l'enunciat del te- 
orema KAM se suposa que H és una funció analítica 
i que el moviment no pertorbat és no degenerat, aixh 
últim implica que el hessia de Ho és diferent de zero: 

a2 Ho 
det 1-1 ¿3JiaJj f O. 

El pas següent és identificar, en el sistema no pertor- 
bat, un torus particular, To(w*), definit mitjancant un 
conjunt de freqüencies, w * = (wl , . . . , w:) , incommen- 
surables (i. e., mlwf + e  - .+m,w: # O per tots els enters 
mi # O). Llavors el teorema de KAM el podem enunciar 
així: 

Si E H ~  és sujicientment petit, llavors per quasi to- 
tes les freqüencies no ressonants, w*, hi ha un torus 
invariant T(w*) del sistema pertorbat tal que T(w*) és 
"proper" a To (u*). 

A més, la mesura dels punts de l'espai fhic que no estan 
sobre cap torus T(w*) tendeix a zero per E + O. Obser- 
vem que aixb últim implica que la probabilitat d'escollir 
unes dades inicials a l'atzar, que ens portin al fet que 
el moviment del sistema no es realitzi sobre cap torus 
T(w*), és petita si e és petit. 

Així, veiem que sota les condicions del teorema les 
petites pertorbacions (el que no diu el teorema és quant 
de petites) no destrueixen els torus invariants To sinó 
que només els deformen lleugerament. Sobre aquests 

lÉs evident que el producte m i w i  + m2w2 que apareix en els 
denominadors de les series pertorbatives pot ser arbitririament 
petit per mi i m2 cobrint tots els nombres enters (a  excepció del 
O). Així, per exemple, Júpiter i Saturn en el seu moviment a 
l'entorn del Sol recorren, respectivament, 299 i 120,5 segons d'arc 
en un dia, per tant, el denominador 5ws  - ~ W J  és molt petit en 
comparació de cadascuna de les freqükncies. 

2Kolmogorov suggerí llexist&ncia d'un conjunt de freqüencies 
de mesura no nuHa (de fet, la mesura d'aquest conjunt tendeix 
a 1 quan E + O) on les series pertorbatives convergeixen. Aii6 
és bhicament degut al fet que és efectivament possible aconse- 
guir, per tots els enters mi, . . . ,mn, una cota inferior als nombres 
v i m i  f . . . + v n m ,  (cosa que demostra la teoria d'aproximacions 
diofintiques). 
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Figura 9: Representacid ..*ii.tíslica" de la secció de Poincaré 
d'un harniltonia pertorbat 

torus deformats, anomenats superficies KAM, el movi- 
ment és regular i no cabtic. 

Perb, quk succeeix amb els torus ressonants?, és a 
dir, quin és el destí, quan s'afegeix un pertorbació, dels 
torus definits per una relació racional de freqükncies? 
Es pot demostrar que l'efecte de les ressonhncies des- 
trueix completament els torus invariants ressonants i les 
brbites fhiques, les quals sense la pertorbació executen 
trajectbries tancades i, per tant, peribdiques a sobre dels 
torus ressonants, esdevenen completament cabtiques i 
inestables, i donen com a resultat una estructura au- 
tosemblant o fractal molt complexa. Afortunadament, 
com demostra el teorema de KAM, el conjunt de tots els 
torus ressonants on el moviment regular és destruit té 
una mesura molt petita si la pertorbació és petita. Així, 
el fet que els torus només deformats tinguin una mesura 
propera a 1 quan E és petit voldrh dir que la majoria 
de torus invariants no queden destrui'ts per pertorbaci- 
ons petites, cosa que fa que les superfícies KAM omplin 
quasi tot l'espai i que entremig d'aquestes superfícies 
apareguin LLilles" racionals amb moviment cabtic. Aixb 
dona una secció de Poincaré extraordinhiament com- 
plexa que alguns autors dibuixen d'una forma diguem 
que "artística", més que no real, com la que presentem 
a la figura 9. 

Esmentem finalment que amb vista a estudiar el mo- 
viment cabtic d'un sistema pertorbat a l'exterior de les 
superfícies KAM s'ha de diferenciar el cas de dos graus 
de llibertat del cas de tres o més graus de llibertat. Per 
sistemes amb dos graus de llibertat la dimensió de l'espai 
fhsic és 4 i la superfície d'energia constant té dimensió 
3, per tant, les superfícies KAM, que tenen dimensió 2, 
separen la superfície tridimensional d'energia constant 
en una regió interior i una regió exterior. En aquest cas 
el moviment, per cabtic que sigui, no pot passar d'una 
regió a l'altra. Així, una brbita fkica que comenca dins 

d ,  
Figura 10: Les trajectbries fkiques es troben confinades 
dins línies (superficies KAM) en dues dimensions, perb no 
en tres dimensions (difusió d'Arnold) 

d'una regió compresa entre dues superfícies KAM, ro- 
man per sempre dins de la regió. Per complicat que 
sigui el seu moviment, l'brbita no deixa mai la regió i 
les variables acció romanen prop dels seus valors inicials. 
En aquest cas podem parlar de "caos controlat" (també 
anomenat soft chaos) car hi ha una certa estabilitat del 
moviment, ja que les superfícies KAM són molt properes 
l'una de l'altra. Si, en canvi, el nombre de graus de lli- 
bertat n és més gran de 2, llavors les superfícies KAM, de 
dimensió n,  no separen la superfície 2n - 1 dimensional 
d'energia constant en un "interior" i un "exterior". En 
conseqükncia, les brbites cabtiques entre dues superfícies 
KAM es poden difondre per tota la superfície d'energia 
constant, i l'exist6ncia de superficies KAM no és cap ga- 
rantia d'estabilitat del moviment ja que dues trajectbries 
inicialment molt properes poden ser molt distants al cap 
d'un temps finit (vegeu la figura 10). Aquest fenomen, 
que sembla existir per pertorbacions arbitrhiament pe- 
tites i que, repetim, només apareix en sistemes de més 
de dos graus de llibertat, és conegut amb el nom de di- 
fusió d'Arnold. Fins avui no se sap exactament quina 
és la velocitat mitjana de desplacament, IAJlAtl, de 
l'anomenada "teranyina d'ArnoldV, que és el nom que 
reben les de les trajectbries cabtiques que es difonen 
en l'espai fbic. No obstant aixb, els models tebrics i 
els estudis numkrics que s'han realitzat per determinar 
IAJlAtl indiquen que, afortunadament, aquest movi- 
ment difusiu és molt lent. Així, certs models tebrics 
prediuen que 1 J ( t )  - J (0 )  1 < per t < e-l e ~ ~ ( e - ' / ~ ) ,  
és a dir que, per E petit, J( t)  roman prop de J(0) durant 
temps molt llargs (N e ~ ~ ( e - ~ / ~ ) ) .  En altres paraules, la 
velocitat mitjana de desplacament és d'ordre 

i, per tant, pot ser exponencialment petita i 
practicament indetectable quan €<l. 

J a  per acabar i retornant al tema de l'estabilitat a 
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temps llarg del sistema solar, comentem que el movi- de Júpiter i els asteroides en un cas i dels anells i els 
ment cabtic sembla ser el responsable en la formació dels planetes interiors de Saturn en l'altre cas (el que estaria 
anomenats Kirkwood gaps (que són zones buides que d'acord amb la teoria KAM de destrucció dels torus res- 
es troben en el cinturó d'asteroides situat entre Mart i sonants). També s'ha suggerit que el mecanisme de la 
Júpiter) i també de la formació de zones buides que hom difusió dlArnold seria suficient per assegurar la buidor 
observa en els anells de Saturn. La localització d'aquests d'aquestes zones durant el temps que ha transcorregut 
gaps es troba molt propera a les superfícies ressonants des de la formació del sistema solar. 
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